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Sammanfattning

Oiva Ketonen (1913, Ostermark — 2000, Helsingfors) koncentrerade sig
i sin tidiga forskning pa logik, ndrmare bestdmt den del av logiken som
kallas for bevisteori. Ketonens avhandling pro gradu behandlade axio-
matiserad logik och Kurt Godels forsta ofullstéandighetsteorem, dok-
torsavhandlingen sats- och predikatlogik bl.a. en utveckling av Ger-
hard Gentzens sekvenskalkyl till ett system med invertibla hérlednings-

regler.

Inledning

Den nya logiken (med avstamp i Gottlob Freges Begriffsschrift fran 1879)
kom till Finland tack vare Eino Kailas kontakter till Wienkretsen. Oiva Ke-
tonen kom i kontakt med logiken via Kaila, men i vilken man han egentligen
studerade logik under Kaila &r oklart. I sina (opublicerade) memoarer skri-
ver Ketonen att han var ensam och sjalvlard vad géller logik. Han studerade
filosofi som huvuddmne vid Helsingfors universitet hosten 1932. Den enda
laroboken i logik som da fanns att tillga var Thiodolf Reins Muodollinen
logitkka som behandlade den aristoteliska logiken. Undervisningen i logik

holl sig till de enklaste grunderna och kunde enligt Ketonen inte vicka ett



stort intresse. Efter hosten bytte Ketonen huvudédmne till matematik, trots
misstankar om att matematikens omrade skulle vara honom f6r ’snéavt’. I Ke-
tonens studiebok kan vi dock se att han fortsatte studera filosofi trots byte
av fakultet, han avlade atminstone en av Kailas foreldsningskurser i filosofins
historia. Vid den tiden var undervisningen i filosofi vid universitetet inte skild
fran undervisningen i psykologi, men av detta skall man dock inte dra slutsat-
sen att Ketonens missndje med undervisningen i filosofi skulle ha berott pa att
han ansag psykologin ovisentlig eller pa nagot vis ’i vagen’ for filosofin, han
skriver explicit i sina memoarer att Kailas foreldsningar om personlighetens
psykologi gjorde ett stort intryck pa honom. Vi vet dessutom att han senare

kom att arbeta en hel del med &mnen som gar in pa psykologins omrade.

En nyligen funnen dagbok fran Ketonens studietid avslojar att det inte var
latt for Ketonen att sla fast &mnet for sin avhandling pro gradu, det fanns
planer pa att skriva om savél ren axiomatik som funktionsteori. Ketonen
studerande matematik under den varldsberémde funktionsteoretikern Rolf
Nevanlinna, vars asikter om logik &r omtvistade. Hans fortrogenhet med
amnet 6verhuvudtaget har till och med ifragasatts. Godels ofullstéindighets-
teorem var en stor inspirationskélla for Ketonen. Han hade hort om teoremet
tidigare, dels via Max Soderman och dels under diskussioner med ldrare och
studerande (moten han i sina memoarer kallar for ”Kailas filosofiska klubb”).
Det &r oklart exakt hur hans mera ingaende intresse for teoremet vaknade.
Var det en foljd av Kailas eller Nevanlinnas paverkan, eller en sjilvstandig
reaktion, dar Ketonens intresse for filosofiska fragor spelade en avgorande
roll? T memoarerna anmérker Ketonen att han fick intrycket att Nevanlin-
na misstinkte att det fanns nagot fel pa Godels bevis som vore vért att
avslojas. Detta var en faktor som motiverade Ketonen att undersoka Godels
upptéickt i sin pro gradu. Teoremet riktade in hans intresse pa filosofiska
och logiska fragor om matematikens grundvalar, ett intresse som slutligen
avgjorde fragan om pro graduns dmne. Att skriva om logik, aritmetik, och

Godels teorem var av allt att doma ett sjélvstéandigt beslut fran Ketonens



sida, i sista hand ej paverkat av vare sig Nevanlinna eller Kaila. Bégge har
dock sikerligen paverkat Ketonen i stor utstrickning. Det kan ndmnas att
Nevanlinna hade villdigt hoga tankar om den unge logikern fran Ostermark,
vilket avslojas i de brev han skrev fran Gottingen, under sin vistelse dér, men
ocksa till Gottingen, under den tid da Ketonen dér arbetade pa sin doktors-

avhandling.

1 Fran axiomatik till sekvenskalkyl

Ketonens avhandling pro gradu Tutkimuksia formaalisen todistamisen ristirii-
dattomuudesta (sv. ”Undersokningar av den formella bevisforingens mot-
ségelsefrihet” ), inlamnad 1937, var den forsta systematiska presentationen av
formaliserad logik i Finland. Dess forsta hélft publicerades i Ajatus IX under
titeln " Todistusteorian perusaatteet”. Denna presenterar sats- och predikat-
logiken och diskuterar begrepp som konsistens och fullstéandighet. Den an-
dra delen, som 6verlevt endast som ett handskrivet manuskript, behandlar
aritmetikens formalisering samt Godels forsta ofullstdndighetsteorem. Vissa
korta fragment av den andra delen skrevs om och inkluderades i ndmnda
i Ajatus publicerade artikel. Till denna skrev dven Kaila en kort introduk-
tion under namnet ”Vahésen logistiikasta”. (Den recenserades i Journal of
Symbolic Logic Vol. 4 No.J/ av Uuno Saarnio, recensionen nadmner inte Keto-
nens arbete med ett ord.) I den andra opublicerade delen gjorde Ketonen ett
forsok att forenkla beviset av Godels ofullstéindighetsteorem. I memoarerna
skriver han uttryckligen att ett av pro graduns mal var att gora teoremet lite

mer konkret.

Ar 1941 publicerade Ketonen ” Predikaattilogiikan téydellisyydestd” i Ajatus
X dér han ger ett forslag till hur Godels bevis av predikatlogikens fullstindighet
kunde forbattras. Godel bevisade, att antingen kan en sats A bevisas, eller

sa dr det omojligt att satsen inte har ett motexemepel. Ketonen forbéattrar



detta resultat sa, att vi kan hitta detta motexempel. Ketonens studiekam-
rat Max Séderman hade lart kéinna Godel i slutet av 1930-talet och ndmnde
Ketonens resultat for denne. Godel medgav att Ketonens resultat innebar en
klar forbéttring (von Plato 2002, 54).

"Luonnollisen péaéttelyn kalkyylistd”, publicerad 1943 i Ajatus XII, &r en
presentation av Gerhard Gentzens sekvenskalkyl. Ketonen gar dven igenom
Gentzens Hauptsatz (huvudsats) vilken innebér att varje bevis kan goras
utan tillimpning av den sakallade snitt-regeln, C'ut, vilket dven leder till att
sekvenskalkylen &r motsigelsefri (mer om detta nedan). Ketonen hade blivit
bekant med Gentzen i Gottingen tack vare Nevanlinnas kontakter till stadens
beromda universitet. Gentzen var vid den tiden David Hilberts personliga
assistent. Ketonen anlédnde till staden sent pa kvéllen 9.11.1938, den forsta
natten han tillbringade pa sin nya studieort ar béttre kind som kristallnatten.
Han noterar i sina memoarer att Gottingen inte langre var lika matematiskt
allsméktig som forr, emedan flere forskare (bl.a. de som antingen sjilva var
judar eller var av judisk slikt) redan hade flytt staden och landet pa grund av
de radande politiska omsténdigheterna. Ketonen minns i sina memoarer hur
ingen — maérkligt nog — foreléste i logik i Gottingen vid den tiden. Genzten
var den enda nérvarande logikern och var av allt att doma for aterhallsam
for att forelasa. Hilbert foreldste inte lingre i logik, da han var pensionerad.
De som nérmare vill bekanta sig med Gentzen hénvisas till Eckart Menzler-
Trotts bok Logic’s Lost Genius: The Life of Gerhard Gentzen.

Ketonen fick sin doktorsavhandling Untersuchungen zum Pradikatenkalkiil
fardig ar 1943 och den publicerades 1944. Den bestar av tre delar: i den
forsta presenteras Gentzens sekvenskalkyl samt en modifiering som leder
till att samtliga regler blir invertibla (Ketonen var den forsta som presen-
terade ett sadant invertibelt system), i den andra ges en definition av en
hérlednings normalform, vars avsikt &r att undersoka huruvida en sats ar be-

visbar eller ej. Man kan dven bevisa ett axiomsystems oavhéngighet genom



ett ohirledbarhetsbevis. Det &r sadana resultat som Ketonen presenterar
i den tredje delen av doktorsavhandlingen, vars héjdpunkt &r ett bevis av
oavhéngigheten av Euklides’ parallellpostulat. I och med denna tredje del,
var Ketonen den forsta inom logiken som byggde vidare pa Thoralf Skolems
forskning i axiomatiserad geometri. Doktorsavhandlingen skulle antagligen
har forblivit onoterad i de vetenskapliga cirklarna, ifall inte Paul Bernays
hade skrivit en lang recension av den i Journal of Symbolic Logic ar 1944.
Forutom Bernays noterade dven forskare som Curry, Feys och Kleene Keto-
nens arbete. Curry tog Ketonens kalkyl ibruk 1950, och Kleene delvis 1952.
Undertecknad har sett ett brev av Curry till Ketonen daterat 29.9.1948 dér
Curry pa basis av recensioner han last &r intresserad av allt giallande logik som
Ketonen har skrivit ”till och med pa finska”. Ketonens arbete pa Skolems geo-
metri uppmérksammades, férutom av Hilbert, av Stanley Burris, men detta
sa sent som pa 1990-talet (von Plato 2006, 2 samt von Plato 2004, 429). Det-

ta dr markligt, da Skolem redan pa 1920-talet var en ber6md matematiker.

2 Sekvenskalkyl och invertibilitet

Foljande diskussion forutsédtter en fortrogenhet med grunderna i sats- och

predikatlogik. En sekvens ser ut pa foljande sétt:

I'=A

[' och A &r listor av formler, de i forledet kan ses som antaganden, och de
i efterledet som fall. Sekvenspilen = kan l&sas som 'ger’ och hela uttrycket
kunde da utldsas 'gamma ger delta’. Lat I" sta for formlerna Ay, ..., A,, och
A for formlerna By, ..., B,. I sekvensen I' = A ldses I" som en konjunktion
av formler, dvs. konjunktionen A;&As& ... &A,,. Formlerna i A ldses som
en disjunktion av formler, dvs. B; V By V ... B,,. Sekvenspilen kan grovt ses
som en variant av implikationen D. I sekvenskalkylen later vi oftast listor-

na A,I',© ... beteckna hérledningens kontext, utéver dessa sa opererar vi



aven med satser A, B,C,.... Hirledningsreglerna i sekvenskalkylen bestar
huvudsakligen av vinster- och hégerregler. Grovt kunde man séga, att om vi
anvander en vinster resp. hogerregel, sa manipulerar vi nagot pa vanster resp.
hoger sida om sekvenspilen. Kontexterna I', A, ... far vara tomma. Sekvens-

kalkylens regler delas in i strukturella regler och logiska regler.

2.1 Harledningsregler for sekvenskalkyl

Strukturella regler for sekvenskalkyl:

I'=0 I'= 06
ATl'=0 '=06A

vanster ‘weakening’  hdger "'weakening’

LW RW

AAT =06 '=0,A4A
AT=o0 ¢ =04 ¢
vansterkontraktion hogerkontraktion
A B,AT =0 I'=06,B A A
AABT=0Lt T=6.4pBrlE
vansterbyte hogerbyte
'=06,B B,A=A
TAse.A  cu
snitt

Regeln for vénster weakening (‘férsvagning’) tillater oss att ligga till god-
tyckliga premisser; ifall nagonting foljer ur A sa foljer det dven ur A&B.
Hoger weakening tillater oss att lagga till godtyckliga formler till efterledet,
ifall nagonting ger A sa ger det dven A V B. Da regeln Cut anvéinds sa
forenas tva olika sk. bevistradar till en, i den undre sekvensen férekommer
B inte. Denna regel representerar kedjeslutet. Ifall © och A vore tomma, sa
skulle vi kunna betrakta fallet som det bekanta (I' D B& B D A) D (I' D A).



Logiska regler for klassisk sekvenskalkyl - Gentzen LK:

'=06,A I'=0,B & AT=6 BI=06
I=0 AtB = AVBT =0
hdgerkonjunktion vansterdisjunktion
Al'=0 B,I'=06
ALBT =06 ALBT =6 o
vansterkonjunktion 1 vansterkonjunktion 2
'=06A Rv I'=06,B RVv
'=0,AvB "' I'=0,AvB " "?
héogerdisjunktion 1 hogerdisjunktion 2
Al'=06 '=06A I
Tr=0~4%1~ ~AT=0 b~
hdgernegation vansternegation
Al'=06,B R '=06A B,A:>AL
r=0e4-p5 """ ASBT,A=0A “°
hdogerimplikation vansterimplikation
I'=0,A(y/z) Aly/x), I = ©
T=ovea 1Y AT =6
hdogeruniversalitet vansterexistens
A(t/x),T = © I'=0,A(t/r)
viAT =0 Y [= 0,14
vansteruniversalitet hogerexistens

For reglerna RV och L3 géller den bekanta variabelrestriktionen, att y

inte far finnas som fri variabel i slutsatsen.



2.2 Invertibilitet av reglerna i sekvenskalkylen

Vad avses med invertibilitet? En regel &r invertibel om och endast om dess
premiss kan hérledas ur dess slutsats. Invertibilitet géller endast satslogik.

Betrakta som exempel regeln LE:

A B AT =0©
ANABT=oLlE

Denna regel ar invertibel da den &dven géller fran slutsats till premiss:

A A BT =0
A B AT =0

LE

Med andra ord spelar det ingen roll i vilken ordning formlerna A och B
forekommer da de endast byter plats. Men regeln L& &r t.ex. inte invertibel:

harledningen

A&B, T = ©

AT =0 L&

ar falsk. Icke-invertibla regler bor darmed ersédttas med regler vars inverti-
bilitet sedan bevisas. Dessa bevis utfors sa, att man efter tillampningen av en
regel, ur slutsatsen hérleder regelns premiss med hjilp av de andra reglerna
samt initialsekvenser. Ketonen dndrar pa Gentzens regler sa, att han endast
definerar en regel for vansterkonjunktion, en regel for hogerdisjunktion, samt

forenklar regeln for véinsterimplikation. Dessa regler far féljande form:

ABT= A I= A AB
ABT =oAL TS A AVE

RV

'=AA BT'=A
ADBIT =A

LD

Varje konnektiv har saledes endast en vénster- och hogerregel. Dessutom har
alla regler med tva premisser delad kontext. Ketonens bevis av invertibiliteten

av reglerna L& och L D (Ketonen 1944):



A=A LW

B,A= A B= 1B
AB=All Ap=pLtW ABT=Q -
4. B = ALB R& JeB T = q Ursprunghiga
A BT =0 Cut

For L D bor vi visa att bédgge premisser dr hérledbara ur slutsatsen:

A= A B R r=0A4 B,P:>QU lica L
= A A>B - ADB,F;»QCtEé’W”WW -
r=0A s

B=1B
AB=>B"™W 1204 BT=0

B=4A->B1> —A>Br—q  Urrnmdigelo

BT =Q Cut

For dessa bevis anvinds regeln C'ut, men modifieringen av reglerna innebér
inget problem for vare sig konsistens, fullstéandighet, eller validiteten av hu-
vudsatsen, detta anmérks av Ketonen. Darmed kan bevisen ovan utforas
dven utan att anvdnda Cut. Varfor ar det viktigt att varje hérledning skall
kunna goras utan Cut? Den tomma sekvensen (som i detta fall symboliserar
en kontradiktion) = &r hérledbar endast genom att anvinda en instans av
regeln C'ut. Men enligt Gentzen skall varje hirledning som anvénder regeln
Cut kunna goras utan Cut utgaende fran initialsekvenser. For = kan detta
omgjligen gélla: en formel som ingatt i en initialsekvens kan inte férsvinna
ur héirledningen. Da blir = ohérledbar eftersom den inte innehaller en enda
formel och den inte heller &r en initialsekvens. (Ketonen 1943, 138) Da vi
saledes bevisar att vart system inte behéver anvéinda sig av C'ut sa har vi

samtidigt bevisat att det &r motségelsefritt.



2.3 ’Root-first’ bevisstkning

Da hérledningsreglerna for sekvenskalkylen ar invertibla, kan vi konstruera
bevisen utgaende fran den sekvens vi vill bevisa — dndsekvensen — genom att
tillaimpa hérledningsreglerna ’bakldnges’. Vi borjar med &dndsekvensen och
hérleder utgangstillstandet dvs. behovliga initialsekvenser samt eventuella
kontexter. Denna process kallas av Ketonen (Ketonen 1944) for dekompone-

ring (ty. Zerlegung).

Betrakta foljande bevis av teoremet
= ~~ (A&B) D ~~ A& ~~ B

som ett exempel pa dekomponering. Andsekvensen bor dekomponeras s att
varje bevistrads Oversta rad ar en initialsekvens. Det forsta vi kan gora &ar
att tillampa regeln R D for att flytta implikationens forled till vanster om
sekvenspilen, och sedan ta bort negationstecknen genom applicering av forst

L ~ och sedan R ~. Da skulle situationen vara foljande:

A&B =~~~ A& ~~ B

~~ (A&B) =~ Ak ~~ B L;
= ~~ (A&B) > ~m A~ B 7

R~

Nu kan vi forst tillimpa (Ketonens nya) L& och R&, sedan igen avligsna
negationstecken med R ~ och L ~ och slutligen med LW (och LE) na

initialsekvenser, och vi &r klara:

A=A B=15B
Ap= AWl T LW

~AAB=L~ pap=Lt~
AB=~~ A~ AB=~<Bi~
A B = ~~ A& ~~ B R&
ALB =~ A& ~~ B
S~ A& ~~ B,~ (A% D)

~~ (A%B) S~ Ak o~ B 1
o~ (A&GB) D ~m AL~ B 112

L&
RN

10



Ifall vi bara ar intresserade av harledbarheten av satsen ovan kunde vi av-
sluta dekomponeringen efter den 6versta instansen av L ~ da samma formel

aterfinns pa bada sidorna om sekvenspilen.

Da satser pa detta sitt kan dekomponeras mekaniskt, kan vi lata datorer
svara pa hérledbarhetsfragor. Datorn behover inte behandla nagon annan in-
formation utover den som innehalls i &ndsekvensen samt harledningsreglerna,

varje dekomponering terminerar.

3 Ingen logik efter avhandlingen?

Da man undersoker de arbeten Ketonen publicerade efter sin doktorsavhand-
ling, sa blir man snabbt férvanad 6ver att dessa arbeten inte lingre innehaller
nytt eget arbete pa bevisteorins omrade fastédn flere av idéerna som presen-
teras i avhandlingen uppenbart var planerade att vidareutvecklas. De som
har fragat detta personligen av Ketonen (bl.a. Jaakko Hintikka och Jan von
Plato) har alla fatt samma korta svar: "logik ger mig sadan huvudvark”. Jag
tvivlar inte pa att Ketonen talade sanning, men da man undersoker bevarad
brevvixling mellan sonen Jussi och Georg Henrik von Wright, samt studerar

de ofirdiga memoarerna, sa star d&ven andra svar att finna.

En genomlésning av Ketonens brevvixling fran tiden 1969-1971 med sonen
Jussi, avslojar hur intresset for matematisk-logiska fragor har hallit i sig. Ke-
tonen har t.ex. bett Jussi skicka honom bocker pa omradet fran USA, och
beskriver hur han sjéalvstdndigt arbetat med begreppet 'forcing’. Géllande
begreppet ndmner han att han har kommit fram till egna resultat och utfor-
mat vissa andra beslédktade begrepp, men missténker att dessa tankar redan
har publicerats tidigare. Forcing finner han bade metodologiskt och filosofiskt

Intressant.
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De brev Ketonen har skickat till von Wright under sin tid i USA (han ar-
betade hosten 1949 vid Columbias universitet och sommaren 1950 vid Yale)
visar hur besviken han blivit 6ver de vetenskapsfilosofiska foreldsningarna,
uttryckligen de som holls vid Columbia. Detta missnéje utmynnar i kom-
mentaren att det inte kan finnas nagon filosofi, som inte behandlar ménniskans
liv, etik, och motsvarande fragor. Déremot innebar denna frustration &ven
ett filosofiskt uppvaknande. Ketonen skriver i memoarerna att det blev up-
penbart for honom att han inte skulle kunna fasta sig vid ”den logiska em-
pirismens analys av de naturvetenskapliga satsernas syntax”. I memoarerna
kan vi ldsa hur kriget och allt det forde med sig hade en stark inverkan
pa Ketonen. Det kunde ténkas, att kommentaren om vikten av etik for
filosofin &r resultatet av ett nytt séatt att vinda sig mot vérlden, en vandning
som har sin grund i erfarenheter av det andra vérldskriget och vad det
avsléjade om ménniskans natur, kombinerat med upplevelsen i USA. Hér
kunde kort papekas att Ketonen aldrig var vid fronten under vinterkriget,
men tjanstgjorde nog senare under fortsdttningskriget bl.a. vid artilleriet,

vid luftvérnets ballistiska kontor, och under en kort tid i Ladogas skéargard.

I breven till von Wright framkommer att Ketonen har jobbat pa nytt eget
material, samt pa Kailas relativitetsparadoxer. Av dessa arbeten har dock
inga hittats, trots ihédrdiga forsok. Det enda som Gverlevt av dessa alster &r
ett 16-sidors utkast till ett ldngre arbete 6ver hur metoderna presenterade i

doktorsavhandlingen kunde tillimpas pa kunskapsteoretiska fragor.
Av dessa brev kan man dra slutsatsen att Ketonens intresse for logik och

matematikens filosofi holl i sig atminstone &dnda till 1970-talet, men att det

inte langre var aktuellt for honom att publicera i &mnet.
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